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Ανθυφαίρεση των ριζών των αριθμών, 19. 
19 µετην μονάδα 


Στην επίλυση αυτής της εργασίας θα χρησιμοποιήσουμε τον 
παρακάτω συμβολισμὀ : 


αΞ κοβ --αι 
β Ξ λοαι «βι 


αν Ξ Κνβν - ανηι 
βν Ξ λνανει «Ε βνι 


μεαλβῥΣαιΣβιΣ.....ΣανΣβνΣ..... 


και Ανθί(α,β)Ξ[κοιλο,...,Κν,λν,...] 
(1) Αν αξ - 4β3, παίρνουμε 


υποθέτουμε ότι κοξΙ τὀτεαΞξ τ1β και 
ἁρα β«ας«2β 
ἡ βε«α-«4β: 
ἡ β2«8β2«4β2 ,κάτιπου εἶναι ορθό 


ακόμη απὀ αΞ 1β «γαιπαΐρνουμεαιΞ α-β 


υποθέτουμε ὁτιλοξ1 τότε βξιαι-βι 


άρα αι«β«σαι 
ἡ α-β «β«2(α-β) 
ἡ α-β«ρ και ᾖβς«2(α-β) 
ἡ α-«δβ και 3β«2α 
ἡ αξ«4β2 και οβξ«4α3 
ἡ Αβ3«4β” και οβ-ς«12β” 
τα οποία ισχύουν. 


τότε βξιαιβι ἤ βιξ β-αιὰ βιζβ-(α-βθ)ᾶά βιζοβ-α 


υποθέτουμε ὅτι κ1Ξ1 τότε αι Ξ1β! -- α» 
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25/4/2004 
άρα βι «αι«2βι 
ἡ οβ-α«α-βς ο(οβ-- α) 
ἡ 2β--α«α-β και α-β«άβ-2α 
ἠ 2ρΏρ«2ρα και 38α«5δβ 
ἡ οβξ« 4αξ και οαξ«25β2 
ἡ  οβξ«ιοβ: και 27βρ5«25β5 

ισχύει ἁτοπο 


υποθέτουμε ὅτι κΙΞ2 τότεαιΞ 2βι «αρ 


ρα 2βι «αι«8βι 

ἡ 20β-α)]«α-βς«δίβ-α) 

ἦ 4β -2α«α-β και α-β«όβ- 8α 

ἠ δβρ«3α και 4ας7β 

ἡ ο5βξ« οα2 και 16αξ«49οβ2 

ἡ 250βὲς« 27β3 και «48β3«49β3 
ορθό ορθό 


τότεαι - 9β: -- αοᾶ α.-θα-δβ 


υποθέτουμε λ1Ξ1 τότε βι Ξ1ᾳ.» «- β» 


άρα α.« βι« 26. 
ἡ 9α-ρβ«2β-ας 2(4α--β) 
ἡ 3α--5β«2β--ακαιοβ--ας όα-τ1οβ 
ἠ 4ας 7β και 12β« 7α 
ἡ  τ6αξ« 49β3 και 144ῇ3« 49α5 
ἡ 48Λ3 «49β" και 144β3«147β” 
τα οποία ισχύουν 


τότεβιΞ1ᾳ» - βο ἤ β.Ξ 7β --4α 


Ὁμωςισχύει β/αιΞ βι/ αο»ᾶ αἲ-ββΣ αληθές 

Ἐπομένως απὀ το κριτήριο λόγου η ανθυφαίρεση των α, β εἶναι άπειρη, 
και έχουμε Ανθία, β) Ξ[1, 1.2] 

Για τα οκτώ πρὠτα ζεύγη των γενικευµένων πλευρικών- διαμετρικών 


αριθμών έχουμε 
ρι-1 αιΞ- ΚοξΙ 
ΡοΞλοξ 1 45 Ξ 1 -- ΚολοΞ2 


Ρο -- Κιρ; 1ΡιΞ9 α5- Κια» αι -δ 
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Ρα λιρα Ἔρο 4 
Ρς Ξ Κορα άρα 11 
Ρο λορς ΄ Ρι-15 
Ρ7 Ξ- Κ.ρο Έ Ρ5Ξ41 


Ρ8- λιρ7 Γ Ρε-δό 


αμ λιας { ας-7 

45 Ξ Κ.αμ τ 43 Ξ19 
46 λες τα. Ξ26 
47Ξ Καστ ας Ξ7Ι 


48 5- λεᾳ7 «6-07 


Στηριζόὀµενοι στη θεμελιώδη ιδιότητα των πλευρικών- διαμετρικών 
αριθμών, για κάθε διαδοχικά ζεύγη αριθμών, έχουµε 


Ρα -- Ρια» -- - (-1)! 

Ρ4ς» - Ρα. 1 - (-1)3 

Ρα. - ρααςξ -ι Ξ (-1)3 
Ρραᾳ- Ῥ4α.Ξ- 1 Ξ(-1)4 
Ρος; -- Ρρᾷο- -Ι -- (-1)5 
Ρ746- Ρέ/Ξ- 15 (-1)ό 
Ῥ8α7- Ρ7α8- -α - (-1)7 


(1) Όταν αξ Ξ10β260α έχουμε 


υποθέτουμε ὅτι κοξ1, τότεα Ξ 1β --αι 


τότε 


β«α«2β 


ἡ βεςακάβε 
ἡ β2«18β25 «4β:Ξ ,Άτοπο 


υποθέτουμε ότι κο», τὸτε αξδβ-αι 


τότε 


οβ«α«8β 


ἡ  4βὲς αἲςοβ" 
ἡ  4β2«18β5 «οβ» ,Άτοπο 


υποθέτουμε ὅτι Κκοξβ, τὀτε αξββ--αι 


τότε 2ρ«α«4β 
ἡ οβᾷ«αξ«1ι6β2 
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ἡ οβξβ«ιββξ«ι6βΣ αληθές 


ρα αξθβ-αι ἤ αιξα-ββ 


υποθέτουμε ὅτι λοξ1, τότε βξιαι--βι 


τότε αι«β«2αι 
ἠ αι«β«ραι 
ἡ α-θβ«β«ρα-- 6ϐβ 
ἡ α-«ά4β και 7βρ«2ρα 
ἡ αξ«ι6βΣ και 4οβξ«4α3 
ἡ α18β2«ι6β2 και 49β2«52β2 ισχύουν 


ἁρα ᾖβζιαιβιᾶ βιξ4β--α 


υποθέτουμε ότι κι-τ,͵ τότε αι Ξ1β: -ας 


άρα βι«αι«2β: 
ἠ βι«αι«2βι 
ἡ 4β-α-α-4β« 8β-2α 
ἡ 7β«ρα και 3α«1Ιβ 
ἡ 4οβξ«4α» και οαξ«121β3 
ἡ 4οβ5ξ«52β: και 117β3«121β2 , ορθὲς 


επιπλέον αι Ξβι «-α»ᾷ αξξρα --7β 


υποθέτουμε ότι λιΞ51, τότε βι Ξτ1α» «5β. 


έτσι α» «βι«2ᾳ. 
ἡ 2α-.7β«4β--α« 4α--14β 
ἡ 8α«1Ιβ και 18β«5α 
ἡ  οα2«121β: και 224β5« 255 
ἡ α17β2«121β5 και 932432«325Ώ3 «πουισχύουν 


άρα βι Ξ]α. Έβο ἤ β. ας 11β -ὅδα 
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υποθέτουμε ότι κοΞ1, τὀτεα»Ξ β» «ας. 
άρα βο«αο«2β. 
ἠ 1β --3α«ρα-- 7ρ«22β--6α 
ἠ 1δρ«5α και 8δας«2οβ 
ἡ  924β:«926β: και 892β3«841β3,ορθές 


τότε α.ξβ» «ας ἢ αξξσδα --18β 


υποθέτουμε όὀτιλ»-1, τότε β»-αο «β: 
άρα α.«βο«2α. 
ἡ δα--18β«11β-- 9α«2(Ρα-- 18β) 


ἠ 8δα«2οβ και 47β«ιβα 
ἡ  δ8δ82βξ«8δ4ιΙβ2 και 2200β25«2197β3 «ἁἆτοπο 


ΟµοἰώςγιαλεΞ52 ἡ 9 ἠ 4 ἠ 5 καταλήγουμε σε ἁτοπο 


υποθέτουμε ότιλ--τ,͵ τότε β»Ξόα» β. 


έτσι 6α.«βο«7α» 
ἠ 30α --108β«11β -- 98α«3δα --126β 
ἠ 93α«1109β και 137β«38α 


ἡ  αιά41Ι57β2«1Ι4161Ιβ3 και 1876οβξ«18772β3 οι οποίες ισχύουν 


ακόµη β.-αρ «βα ἤ β.Ξ11οβ-- 38α 


υποθέτουμε ότι κθξτ, τόὀτε α» Ξ β. --αι 


ἐτσι βι«αμ«2β. 
ἠ 110β -- 93α«Ρα --18δβ«238β -- ό6α 
ἠ 137β«38δα και 7ια«5256β 


ἡ  1876οβΈ«18779β: και 65598β5«65536β2 


επιπλέον αἲΞ β. -αμᾷ αιΞθ8α --137β 
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Ὁμωςισχύει β/αις αι/βεᾶ β"βο-αιξαρᾶ 18β”-α”, αληθὲς 
Ἐπομένως απὀ το κριτήριο λόγου η ανθυφαίρεση των α, β εἶναι άπειρη, 
και έχουμε Ανθία, β) Ξ [3,1.1.1.1.6 ] 


Για τα οκτώ πρὠτα ζεύγη των γενικευµένων πλευρικών- διαμετρικών 


αριθμών έχουμε 
Ριξ1 

Ρ»οΞλοξ1 

Ρ» ' Κιρ» Τρι 2 
Ρα Ξ λιρε ἜρεΞ8 
Ρ» 5 Κερα {ρε 5 
Ρ6-- λορρ {Ε Ρ.-399 
Ρ7 Ξ Κωρο τ Ρ5Ξ98 


Ρ8- λαρ7 3: Ρος7Ι 


ᾷιἱΞ Κοξβ 
4» Ξ 1 -- Κολο Ξ4 
4. 5 Κια» αι --7 
4, Ξ λια» - 4.Ξξ11 
ᾳ5Ξ Κ.αμ-αἲΞΙ8δ 
46Ξ λοαρ -Ε 41 Ξ119 
47” Κο ας 137 


485- λεα7 Έᾷο-25Ρ6 


Στηριζόὀµενοι στη θεμελιώδη ιδιότητα των πλευρικών- διαμετρικών 
αριθμών, για κάθε διαδοχικά ζεύγη αριθμών, έχουµε 


Ρραι -- Ρια» Ξ-1Ξ{-1)! 

Ρος» - Ρα 1 - (-1)3 

Ρας, -ροα,- αι - (-1)5 
Ῥραα- ρααςς 1 Ξ (-1)4 
Ῥόας -- Ῥεᾷσ6Ξ -1Ξ{-15 
Ρ746- Ρέᾳ/;Ξ- 1- (-1)ό 
Ῥ6ς7- Ρ746Ξ -15Ξ(-1)7 


(11) Όταν αξ Ξ19οβ20θα έχουμε 


υποθέτουμε ὅτι κοξ1, τότεα Ξ1β --αι 


ἁρα β«ας«2β 
ἡ βε«α- «4β: 
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ἠ β2«ιοβ2«4β2 ,ἄτοπο 


ομοἰωῶς για Κοξ2 ἠ 3 καταλήγουμε σε ἁτοπο 


υποθέτουμε ότι κοξᾷ, τότε αΞ 4β -- αι 


έτσι 4β«α«5β 
ἡ ιόβξ«αξ«ο5ϱβ2Σ αληθές 


επιπλέον αΞξ 4β -- αιἁ αιξα--4β 


υποθέτουμε ότι λοξτ, τότε βξταιβι 


π 


ἁρα αι«β« 2αι 


ἡ . -α- 4β«βερία-- 4β) 
ἡ α--β-«β και β«2α-- 8β 
ἠ α«5β και οβ«ρα 

ἠ αξ«ο8βρξ και 81β2«α3 


ἡ 1οβξς 95β2 και δ8ιβξ« 76β5, ἀτοπο 


υποθέτουμε ὀτιλοξ», τότεβΞ2αιΓβι 


άρα οαι«β« 3αι 
ἡ οα- δβ«β καιβς«θα-τ15β 
ἠ 2α«οβ και 14β«3α 


ἡ  4αξ«διβ2 και 16οβ2«οα” 
ἡ 76θβξς« 81β3 και 16οβξς 17ιβΣ, ισχύουν 


επομένως βξραι-βι ἃ βιΞξοβ-2α 


υποθέτουμε ὅτι κιΞ1, τότε αι Ξ βι -- α» 


άρα βι«αι«2βι 
ἠ οῇβ-- 2α«α-4βς« 18β --4α 
ἠ 13β«8α και δας22β 
ἠ 16οβξ«οαξ και 25α2« 484β5 
ἠ 16οβξ«17ι1β2 και 4756β32«484β2 ,που εἶναι ορθὲς 
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ακόμη αιξβια»ᾷ α.Ξξβα-τ1βδβ 
αν υποθέσουμε ότι λιΞ51 ἡ 5 καταλήγουμε σε ἆτοπο 


υποθέτουμε ότι λἰιΞ3, τότεβιΞ 9ᾳ» «-β. 


άρα 


9ᾳ.«βι«α. 
ἡ  9α-3οβςοβ-2ας«12α-52β 
ἠ 11α« 48β και 61β« 14α 


ἡ  1οιαξ« 9304β5 και 3721βξ« 1οθα3 
ἡ 2200β2« 98043 και 3751β2« 37243, που ισχύουν 


ακόμη βιΞ3αᾳ» - βοᾷ β.Ξ 48β --τια 


υποθέτουμε ὅτι κ.Ξ1, τότεα-Ξ β» «- αἲ 


αφού βο« α.«2β. 
ἡ «48β--τια«θα-18β« οόβ-22α 
ἠ 6ϊβ« 14α και 25α« 100β 


ἡ 37ο1βξ« ιοθα2 και 625αξ«1Ι88ΙβΞ 
ἡ 3721βξ« 37242 και 11875β2«11881β3 ., που ισχύουν 


επίσης α. Ξ β» -- αἲὰ ααξιάα -- 61β 
αν υποθέσουμε ὁτιλ-Ξ1, τότε καταλήγουμε σε ἁτοπο 


υποθέτουμε ότιλ.Ξ2, τότε β. Ξ 2ας9 -- β. 
ἁρα 2α4« βο«8α. 

ἡ 2δ8δα-122β« 48β --τια« 42α -- 188β 

ἠ 30α«170β και 231β«53α 

ἡ 1521Ι42«28ΟΟΟβΣ και 593461β25«280οα5 

ἡ 288δοοβξβ«ο8δοοοβᾷξκαι 53361β2«Ρ3371β3, που ισχύουν 


έχουμε β»Ξ 2α5 4 βεῖ β.ξι7οβ-5οα 
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αν υποθέσουμε ὀτικιξιἠὴρὴδή λα ἡ δὴ 6ἡ 7, καταλήγουμε ἆτοπο 


υποθέτουμε ότι κ.Ξδ., και παίρνουμε α- Ξ 8β. -- αι 


ἁρα 8βο«αἲθ«οβ. 
ἠ 1360β--321α«14ᾳα -- 61β«1Ι530β--Ώ5δια 
ἠ 1451β«426α και 36Ρ6α«15δοΙβ 


ἡ 9010541β2«1ιοθ276α3 και198225ᾳ2«2581Ι281Ιβ2 
ἡ 5010241β3«5010244β3 και 2531278602«2Ρ2Ι2ΒΙβ2 


έχουμε ας Ξ 8β. -- αιὰ αιΞβ2θα-1451β 


Ὁμωςισχύει β/αι βα/αι  βζαι-αιξβοῦ 1οβ”-α”, αληθὲς 
Ἐπομένως απὀ το κριτήριο λόγου η ανθυφαίρεση των α, β εἶναι άπειρη, 
και έχουμε Ανθία, β) Ξ[4,2.1.3.1.9.8] 


Για τα οκτὠ πρὠτα ζεύγη των γενικευµένων πλευρικών- διαμετρικὠν 
αριθμών έχουμε 


ΡριΞ1 4ιΞ- Κο-4 

Ρος λος» 4ο -- 1 «- ΚολοΞο 

Ρ. 5 Ἱιρο Τρι 8 α: 5 Κα» - αι 19 
Ρᾳ- λιρο Ἔρο 11 ᾱ/Ξ- λια. - 4.-48 
Ρ»Ξ Κορα ΤΡ4 Ξ14 α5Ξ Κωαμ-- 41 Ξ6ι 
Ῥ6-- λορς Ε Ρ4-99 46 -- λος; «- αι Ξ17ο 


Ρ7 Ξ- Καρό  ρε-9θ26 7 -- Καας -- ας -1άδι 

Ρ8-- λαρ7 Έ Ρ6-6οΙ 48 Ξ λα; «46ΞΞΟΙ5 

Στηριζόὀµενοι στη θεμελιώδη ιδιότητα των πλευρικών- διαμετρικών 
αριθμών, για κάθε διαδοχικά ζεύγη αριθμών, έχουµε 

Ρρᾳι -- Ριᾷ» τι (-1)" 


Ρ4ς» - Ρα. - 1 - (-1)3 
Ρ1ᾳ.- ρθρα, τι Ξ (-1)3 
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Ῥραα ρα» 1 Ξ (-1)" 
Ρος; -- Ῥραςς -Ι -- (-1)5 
Ῥ746- Ρε; 15 (-1)ό 
Ρ6ᾳ7 - Ρ7ᾳ6- -1 - (-1)7 


Εύρεση ισοδυναμιών επί γενικευµμένων 
ανθυφαιρέσεων 


(ἱ) Ῥέρουμε ότι Δνθ(α,β)Ξ[ν,ον] 
τὀτε αξνβ--αιὰ αἲξα-νβ 


βι-β-ον(α-νβ)-β-ονα-ον2βᾶ βι-(15ν»)β-ονα 


Ανθί(α.β)5[ν,ον] γ β/α:ξαι/β: ἤ ββιΞαιαι 
ἤ β[(11-2ν2)β-ονα]ξ (α-νβ) (α-νβ) 
ῦ (1 2ν5)β2-οναβξαξ-»ναβ-ν2β 
ἤ αξξί(α-ν5) β3 


(1) Ἐέρουμε ότι Δνθ(α.β)Ξ[ν,ν. ον] 
τὀτε αξνβ--αιὰ αἲξα-νβ 


β-ναιβιὰ βι-β-ναιξβ-ν(α-νβ) 
Ξβ-να-ν2β 
ἤ βι-(1ν»5)β-να 


αιξονβι-αοᾶ α-ξαι-ονβι 
Ξα-νβ-ον[(1ν3)-να] 
Ξα-νβ-ον(1ν2)β-ονδα 
ῦ α.Ξξ(2νΣ/1)λα-ν[1--5δ(1ν5)1β 


Ανθ(α,β)Ξ[ν, ν. ον] γ β/α.Ξβ:ι/α.ῦ βα-»Ξξαιβιή 
ῦ βή(ον»--ι)]α-ν[11-2(14ν»)ΙβΥΞ(α-νβ) [(1-ν")β-να] 
ῦ (2ν2--ι)αβ-ν[11-ο(1ν2)βΞΞ(149ν2)αβ-ναξ-ν(1-:ν2)β2ν2αβ 
ῦ (2ν2-γι)αβ-ν[11-ο(1ν2)β2-(ον2-1)αβ-ναξ-ν(1-:ν2)β2 
ἤ αξξ(ν5--5)β3 


Γιάννης Π. Πλατάρος 1 
25/4/2004 


(1) Ξέρουμε ότι Ανθ(α,β)Ξ[ν-ι, 1. 2ν-»] 
τὀτο αξ(ν-ι)β-αιᾷ αἲξα-(ν-ι)β 


βαιτβι ἃ βι-β-αι 
Ἔβ-ατ(ν-ι)β 


ἤ βιΞνβ-α 


αιξ(2ν-ο)βι--α» ἃ α-ξαι-(2ον-ο)βι 
-α-(ν-1)β-(ον-5)(νβ-α) 
Ξαι-(ν-ι)β-ν(ον-ο)β-(ον-2)α 
Ξ(ον-ι)α-(ν-ι--ον2-ον)β 
ἤ  α.ξ(2ν-ι)]α-(2ν3-ν-ι)β 


Ανθία,β)Ξ[ν-ι, 1. ον-»]ὴ β/α.Ξβ:/α.ῦ βα.-αιβιῦ 
ἤ β[(2ν-ι)α-(2ν”-ν-ι)β! Ξ{ α-(ν-ι)β][νβ-α] 
ἤ (ον-ι)αβ-(2ν2-ν-ι)β2ξναβ-αξ-ν(ν-ι)β2(ν-ι)αβ 
ἤ (ον-ι)αβ-(9ν2-ν-ι)β3 Ξ(2ν-ι)αβ-αξ-ν(ν-ι)ῤ3 
ἤ αξξ(ν"-ι)β5 


(ιν) Ξέρουμε ότι Ανθία,β)Ξ/ν, 4. ον] 
τὀτε αξνβγαιᾷ αἲξα-νβ 


β--4ατβι ἤ βι-β-4αι 
-"β-4α4νβ 
ἤ β.-(α:4ν)β-4α 


αιξδνβι-α» ἤ α-ξα-νβ-ον[(1-4ν)β-4α] 
Ξα-νβ-ον(1--4ν)β-θνα 
ἤ α.Ξ(δν--α)λα-ν(3--δν)β 


Ανθία,β)Ξ[ν, 4. 2ν] β/α.ΞβΙ/α»Ώ βα»ξαιβιΏ 
ἤ β[(8ν-1)α-ν(9-8ν)β] -{ α-νβ][ (1-4ν)β-4α] 
ῦ (Θν--ι)αβ-ν(3--8ν)βΣ Ξ(1--4ν)αβ-4α»-ν(1-4ν)βΣ-4ναβ 
ἤ -ν(8--δν)βξ Ξ-4α»-ν(11-4ν)β5 
ἤ ν(α1:δν)β2-2α3 
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(ν) ἙῬέρουμε ότι Δνθ(α,β)Ξ/µ, μ. οµ] 
τὀτε αξμβ-ταιᾶά αἲξα-μβ 


βΞµα-βι Ἡ βιξβ - µαι 
ο «Ρ; µα { μ’β 
ἤ β.-(1:µ3)β -)- µα 


αιξονβι-α» ἤ α.-α-μβ-ον[(1-μ2)β -- µα] 
Ξα-μβ-ον(1μ2)βονμα 
ἤ α-ξ-(5ν(δνμ:5μ)β-(ᾳα-5νμ)α 


Ανθί(α.β)Ξ/µ, μ.ον]γ β/α.Ξβ:ι/αοῦ βα-»Ξξαιβιά 
ἤ β[-(ονγονμ"εμ)β-(1--2νμ)α]-(α-μβ)[(1μ3)β -- μα] 
ἤ -(2ν«ονμ”μ)βζτε(1 -δνμ)αβξ(1μ")αβ-μ(1μ3)β” -μΗεμβαβ 
ῦ (0ν-ονμΣ-μδ)β2{(μ5ονμ)αβξμαξ 


Αρκεί μὲιονμξοῦ µξν 
τότε! Ανθ(α,β)Ξ/µ, μ.ον]/ (5ν εν" μ)β-Ξμα» 
(νι) Ῥέρουμε ότι Ανθί(α,β)Ξ[ν, 1. 1. ον] 
τὀτο αξ(ν-ι)β-αιᾷ αἲξα-νβ 


βξια-γβι ι βΙΞβ -ι 
Ἔβ-α «νβ 
ἡ βιξ(1:ν)β-α 


αιξΊβι--α» ἤ α.-αι -- βι 
Ξα-νβ-(19ν)β-α 
ῦἤ α-ξ-(5ν--1)β -2α 


βι-ονα»τβ» ἤ βε-(νγι)βῤ-α-ον[-(ονγι)βερα] 
Ξ(ν(ι)β-α--ον(2ν-ι)ῤ-4να 
Ξ(ν---4ν2-ον)β-(4ν--ια 
ἤ β.ξ(4ν”0ν--ι)β-(4ν/ια 


Ανθ(α,β)Ξ[ν, 1.1.ον]Υγ β/α.-α./βοῦ ββ.ξαιαοῇ 
ὰ β[(4νΣγον-1)β-(4νι)α]ξ (α-νβ)[ -(2ν--ι)ῥ ρα] 





!Ῥοψ/1ε σελ.53 
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ἤ (4ν2γον-γι)ῤὲ-(4νγι)αβ-ξ-(5νγι)αβ-2α5ν(2νγι)β»-2ναβ 
ῦ (4ν2γ.ν-1-ον2-ν)βξΞ οα2 
ἤ (2ν5 Γον ι)βξ- 2α3 


(νι) Ῥέρουμε ότι Δνθ(α,β)Ξ[ν, μ. µ. ον] 
τὀτε αξνβ--αιὰ αἲξα-νβ 


βΞµα-γβι ἃ βΙΞΡ - µαι 
ο Ἔβ- μα - μνβ 
ἡ βιξ(1«νμ)β - µα 


αιξμβι--α» ἤ α.ξαι -μβι 
-α-νβ -- µ[(11νμ)β -- µα] 
Ξ α-νβ-μί 1«νμ)βεμ2α 
ῦἤ αξξ-(ν-μ-νμ2)β (αμα 


βιζονα.-β» π β.Ξ βι-ονα. 
Ξ(19νμ)β -- µα-ον[-(νγμ-νμ2)β -ε(1μ2)α] 
Ξ(19νμ)β -- µα-ον(ν--μ--νμ2)β-ον(α1-μδ)α 
Ξ(1ενμ 2ν»Γονμον-μ2)β-(ον-ονμ:Γμ)α 
ἤ β.ξ(α-δνμ: ον» ονΣμ5)β-(5νδνμ:5-μ)α 


Ανθ(α.β)Ξ[ν, μ. Η. ον] γ β/αι-α»/β»ῦ ββ.Ξξαια» 
ἤ β[(1θνμ ον» ονἍμ»)β-(ονγονμ" «μ)α]-(α-νβ)[-(νεμενμ2)β! 
Ἔ(1«μ2)α] 

ῦ (α-θνμ- ον» γον»μ2)βΣ-(ον-ονμ»Γμ)αβξΞ 
Ξ-(ν--μνμ2)]αβ-(1--μ2)αξ-ν(ν--μνμ2)βΣ-ν(α--μ2)αβ 
Ἔ-(ον-μ-ονμΣ)αβ-(1-μ5)αξ(νΣενμ-ν2μ2)β2 

ῦ (1--ονμ-- ον» ον»μξ- ν»-νμ-ν2μβ)ρξξ(1--μ2)α3 

ἤ (4 δνμ- νΣνΣμΣ)βΣΞ(1:μ3)α5 


Το εἴδος της Ανθ(β.ιρ)Ξ[5.9.8δ.3/|. Καθ᾽ 
ἕλλειψιν ἦ καθ υπερβολήν; 


Αφού Ανθ(β,ψ)Ξ[2.9.8.3], θα έχουμε ὁτι 


1 
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β/ψΞ-214 








Αν θεωρήσουμε τις γραμμές Μι, Ψ», ψ«θα πάρουμε : 


1 





β/φ-21 ἤ βψῳ-2γψ/β ἃ β/ψ-(2β-ψι)/β (α) 


β/ψι 


1 
β/ψι-ο:- πα. β/ψι--ο « ψ/βᾶ β/ψι- (οβ - ψ.)/ β (β) 
δρο 
1 
β/ψ.-δ8-: πα β/ψ.- 8 φψ./βᾶ β/ψ.-Ξ(8β- Ψψ/β () 
ρα 
1 


τση ἤ β/ψ.- 5 ψ/βᾶ β/ψ.Ξ(2β: ψ)/β(δ) 
ψ 


Απὸ αυτές τις σχέσεις, µε τον ανάπαλιν λόγο (βιβλίο Υ, ορισμός 
13) και τη σύνθεση λόγου (βιβλίο Ν, ορισμὀς 14) θα δείξουμε το 
ζητούμενο. 


Χρησιμοποιώντας τον ανάπαλιν λόγο για τη σχέση (δ), έχουμε: 


Ψο/βΒΞ β/(34β «ψ) ἢ 
(Ψο  δβ)/ΒΞ ΙΡ δ(4Ρτψ)]/ ΑΡ ψΨΙΔ (σχέση Υ) 
β/ψ»-- (25β 8ψ) /4β  ψ) ἢ 

ψ./ΡΞ(3β  ψ)/ 05β - 8ψ) ἢ 


(ψ.«οβ)/β- [5β-ψ-ο(25βιδψ)]/{ΦΡψΙἀ 
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(Ψ» :οβ)/β 5 (338Ρ «7οψ) /(3β τε ψ) ἤ (σχέση β) 
β/ψιΞ (228β «72ψ)/ 0βψ)ἢ 
ψι/βΞ (9β 4 ψ) / (2238 ε72ψ) ἢ 
(Ψι 4 2β)/ΡΞ [ΔΡ 1 ψ  2(228β -72ψ)] / [228β 72ψ] 
(Ψι :2β) /β Ξ (459β  14σψ) / (228β 72ψ) ἤ (σχέση α) 
β/ψΨΞ (59β 4 145ψ) /(338β «72ψ) ἢ 
β(338β  75ψ) Ξψ (59β τι45ψ) ἢ 
228β5  72βψ -- 45οβψ 1455 ἢ 


2985 - (9857β -- 145) ἩΗ ζητούμενη δευτεροβάθµια 
εξίσωση. 
Παρατηρούμε ὀτι εἶναι ὀντως στη µορφή φ(α--χ)ΞΜ, αρκεί ΜΞ25686ρ5, 
αΞξβδ87β και χξΙ45διψ. Τέλος, ολόγος χ/ψΞ145/1, δηλαδή λξ145 και µξι. 
Ἆρα, εἶναι καθ’ υπερβολἠν. 


Οι πρὠτοι οκτώ πρὠτοι ὀροιτης 
ανθυφαίρεσηςτης αρμονίας του Φιλολάου 
καιη απειρία της. 


Ο Φιλόλαος στο Περί Φύσιος, Παφπιεπῖ 6, γραμμές 16-24 
υπολογίζει τους τέσσερις πρὠτους ὀρους της ανθυφαίρεσης της 
αρμονίας: 


ᾠμονί ας δὲ μέγεθός ἐ στι συλλαβὰκαὶ δι ὀξειᾶ ν’ τὸ 

δὲ δι’ ὀξειᾶ ν μεῖζον τᾶ ς συλλαβᾶ ς ἐ πογδό αι. ἔ στι γὸ 
ἀπὸ ὑπάτας ἑἐ πὶ µέσσαν συλλαβά, ἀπὸ δὲ µέσσας ἐ πὶ 
νεάταν δι’ ὀξειᾶ ν, ΦρΟ αὲ νεξῖα] "1 ἴγ...ἴ8η 5ι | 80Ε, ἀπὸ 
ὲ τρί τας ἑ ς 6ρείαη αῑ' ὀξειᾶ ν' τὸ δ' ἐ ν µέσωι µέσσας 
καὶ τρί τας ἐ πό γδοον: ἰ 4ὲ συλλαβὰέ πί τριτον, ο ἀὲ 

δι ὀξειᾶ ν ἡμιόλιον, ΓΟ αι ρᾷς(Θη αὲ διπλΟοη. οὕτως ᾧ- 
µονί α πέντε ἐ πόγδοα καὶ δύο διέσιες, δι ΝχθίΙ(ΘΌΠ αὲ τρὶ α 
ἐ πόγδοα καὶ δί εσις, 5 | αΏι αὲ δύ' ἐ πό γδοα καὶ δί εσις. 


() Εμεὶς γνωρίζουμε ὅτι: 
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ο/1 Ξ(9/9)134/9, μεί/ «38/2 
3/2 -(4/9):3 9/8, με 9/8 «4/3 
4/3 -(9/8)33 9256/2439, με 9Ρ6/249«9/8 


ο/δ -(256/249)33 591441/5242588, µμεδθΙ441/524258«256/249 
Η τελευταία αναλυτικότερα γράφεται : 


93/25 - (25/35)5 9812/2915 


Συνεχίζοντας ἐχουμε: 
ο ο κ ος 


Αρκεί 265441 913/919 
ἠ 284 « 955 
ἡ δά4]ο5σος 5310563 
ἡ 95.986 «25.057 ορθὀὸ 


Ἐπειτα παίρνουμε: 
ο ο κο εν. 


Αρκεὶ 9355/2584 « 965/441 
ἠ 994 « 9149 
ο ἡ 94 ]0β9 «149 ]ορ» 
η 44.849 «44.553 , που ισχύει 


Στο επόμενο βήμα: 
265/941 Ξ- (955/284)5 3 9485/9396 


Αρκεί 2485/9906 « 9535/2584 
ἠ 2569 «9359 
ἡ 5691082 « 9591083 
ἡ  ατι.ο860« 171.9865 , αληθές 
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Συνεχίζοντας ἐχουμε : 
9585/0984 -- (9455/9906}5 Ἡ 9665/01054 
Πρέπει  366δ/91ο54 « 9455/9306 


9571 «91999 


ἡ 
ἡ  ο7ιΙ]οβ3 «1599 1ο0Ρ2 
ἠ 463.284 «463.985 ,τοοποῖο ισχύει 


Συνολικά οι ὃ πρὠτοι όροι της (πολλαπλασιαστικής) ανθυφαίρεσης 
της αρμονίας εἶναι: [1.1,2,9,3.1,5.9,...] 


(1) 

Από τις παραπάνω σχέσεις, για τα υπόλοιπα, έχουμε 
απο πω οκ ο κα ο ο 
αυτά τείνουν στο λόγο 1/1. Όμως επειδἠ εἶναι της µορφής 2κ/Αλἠ οκ/2λ 


δεν θα γίνουν ποτέ ἴσα µε 1/1, ὧστε η ανθυφαίρεση να εἶναι 
πεπερασμένη. Επομένως, η ανθυφαίρεση της αρµονίἰας εἶναι άπειρη. 


Το Κριτήριο λόγου και η τελικώς περιοδική 
ανθυφαίρεση 


(Μία περίπτωση) 


Υποθέτουμε ότι το ζεύγος μεγεθών α, β ἐχει τελικἀ περιοδικἠ 
ανθυφαίρεση. Θα δείξουμε πως ο λόγος δὺο διαδοχικών 
υπολοίπων εἶναι ἰσος µε το λόγο δύο ἆλλων διαδοχικὠν 
υπολοίπων. 


Αφού εἶναι τελικἀ περιοδική θα υπάρχουν ν.μ για τα οποία θα 
ισχύει Ανθί(α,β) -- [ίέο,λο»..., Εν, Ἀν»... Κμιλμ»...] 9 με Κν- κμ; λ Ξλια ο ος 
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Ἆρα θα έχουµε Ανθ(α,ᾖ) Ξ [Κολο,...,Κνελν....σμ-ινλμ-ι] 





Ὁμωςτα κι, λι εἶναι τα διαδοχικά πηλἰκα και επομένως αν 
θεωρήσουμε ὅτι η αντίστοιχη ακολουθία διαδοχικών υπολοίπων εἶναι η 
αλβῥαιΣβιΣ...ΣανΣβν»Σ...ΣαμΣβμ»..., θα πἁάρουμµετις σχέσεις 


πρ αν κνβν κο μμ. ..Ἡπ. Κμβμ Ἔ αμηι 
ος βν Ξ λνανιι -- βνει ο βμ τ- λμαμει Τ βμιι 


Οπότε Ανθίαν, βν) Ξ- [πκνιλν..... κι -αμλμ-α] 





και Ανθίαμβι)ξ [κνιλν....,Κμ-ιιλμ-ι] 





Δηλαδή, Ανθί(αν,βν) Ξ Ανθίαμ,βμ) 


Επειδή αν, βν, αμ, βµ, μεγέθη για τα οποία ισχύει αν»βν, αμ»βμ και 
όπως δείξαμε Ανθ(αν,βν) Ξ Δνθί(αμβμ) τὸτε απὀ γνωστή πρόταση θα 
έχουµε ότι: 


ανβμςβναμ ἡ αν/βνξαμ/βµ καιν«μ 
Αντίστροφο: 
Τώρα θα υποθέσουμε πως ο λόγος δύο διαδοχικών υπολοϊπων της 
ανθυφαἰρεσης τώωνα,β µε α»β, εἶναι ἰσος µε το λόγο δύο ἀλλων 
διαδοχικὠν υπολοἰπων. Θα δείξουμε ότι η ανθυφαίρεση εἶναι τελικἀ 


περιοδική. 


Δηλαδή, υποθέσαµε ὅτι υτἀάρχουνν., μ(φυσικοί) µέεν«μγιατα 
οποία να ισχύει αν/βν-αμ/βµ 


Αν Ανθί(α.β) Ξ [κο,λο,...,Κν,λν,... Κμιλμ,...] 


Ανθ (αν, βν) τ- [ην,λν, .. ο Κμιλμ, ... .] 
τότε: 


Ανθί(αμ,βμς [κμ.λμ, 9999999996 000000 1 
Δηλαδή, Δνθ(αν,βν) Ξ [κν,λν,..., Ανθ(αμ,βμ)] 
Όμως η υπόθεση αν/βν-αμ/βμ εἶναι ισοδύναμη µε την ανβµςβναμ. 


Επειδή αν, βν, αμ, βµ, μεγέθη για τα οποία ισχύει αν»βν , αμΣβμµ και 
ὁπως υποθέόσαµε ανβµξβναμ, τότε Ανθ(αν,βν) Ξ Ανθίαμβμ). 
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Ο µόνος τρόπος για να ισχύουν τα παραπάνω εἶναι αν έχουμε 
τελικά περιοδικἠ ανθυφαίρεση. (δηλ. ΚνΞκμ, λνξλμ, ...... ) 


